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Loi double exponentielle et modele de
Kou en finance.

Ce sujet aborde de maniere tres simplifiée des questions de probabilités ins-
pirées de problemes rencontrés en finance. Néanmoins, aucune connaissance
préalable en actuariat n’est nécessaire. Rappelons que d’une fagon générale,
une condition sur des parametres a, b et ¢ pour qu’une certaine propriété soit
vérifiée peut éventuellement ne faire intervenir qu’un sous-ensemble strict de

{a,b,c}.

1 Loi double-exponentielle

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. On utilisera les notations E(X)
et Var(X) respectivement pour 'espérance et la variance d’une variable
aléatoire. Pour A C R, 14 désigne la fonction indicatrice de A, définie pour
x €Rpar 14(z) =1sixz € Aet 14(x) =0 sinon. Pour p € [0,1], A > 0 et
(> 0 parametres fixés, soit f, 5, la fonction définie pour z € R par

Foou(@) = (1= p)Ae™ Lo yoo((z) + ppet L)oo o/ ().
1. Vérifier que pour tous p € [0,1], A > 0 et p > 0, f; 1, est une densité
de probabilité.

2. On suppose que X admet pour densité f, » ,. On dira alors que X suit
la loi double exponentielle de parametres (p, A, ). Calculer E(X).

Calculer Var(X).
Déterminer la fonction de répartition de X.

Déterminer I'inverse de la fonction de répartition de X.

o Ot W

Décrire une méthode de simulation de réalisations de la variable aléatoire
X.

7. A quelle condition sur p, A et p a-t-on pour tout x > 0, P(X > x) =
P(X < —x)? Dans ce cas la loi de X est appelée premiere loi des
erreurs de Laplace.

8. Lorsque X suit la premiere loi des erreurs de Laplace, déterminer la loi

de Y = |X|.
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Lorsque X suit la premiere loi des erreurs de Laplace, montrer que
Y = |X| vérifie la propriété de perte de mémoire : montrer que pour
tous s € Rett > s,

PY>t|Y>s)=P(Y >t—s).

Dans le cas général, si 'on suppose A # pu, pour quelle(s) valeur(s) de
p la propriété de perte de mémoire est-elle vérifiée par | X|? Quelle est
la loi de | X| dans ce(s) cas?

Dans les questions 11, 12 et 13, on considere une variable aléatoire X
suivant la loi double exponentielle de parametres p = 1/2, A = pu = 1.
Soit fx sa fonction de densité et Fy sa fonction de répartition. Pour
n > 1, on considere la fonction H,, définie pour x € R par

H,(z) = / ' Fx (@) [L+te "] at.

Montrer que pour n > 1, H, est bien une fonction de répartition.

Pour n > 1, soit X,, une variable aléatoire de fonction de répartition
H,,. Montrer que pour tout x € R,

Hafa) — Fx(2)] < Fx(o),

ou C' est une constante a préciser.

En déduire que la suite de variables aléatoires (X,,),>1 converge en loi.
Préciser la distribution limite.

Revenons au cas général (p € [0,1], A > 0 et p > 0). X vérifie-t-il la
propriété de perte de mémoire : a-t-on en général pour tout s € R,
pour tout t > s, P(X > t|X >s)=P(X >t—s)7

Déterminer le plus petit xq tel que pour tous p € [0,1], A > 0 et u > 0,
Vt > s > xg,

P(X >t X >s)=P(X >t—ys).
Cette propriété partielle de perte de mémoire est tres utile dans le
modele financier dit modele de Kou.

Soit (Y,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées, suivant la loi double exponentielle de parametres
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€ [0,1], A > 0 et > 0. Pour n > 1, soit I, la variable aléatoire
définie pour w € w par

{ I(w)=1 siY,(w)>0
I,(w)=0 siY,(w)<0

Montrer que (I,,),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes.

Montrer que les variables aléatoires I,,, n > 1 sont identiquement dis-
tribuées et suivent une loi de Bernouilli de parametre g a préciser.

Pour n > 1, soit Z,, la variable aléatoire définie par Z,, = I,,Y,,. Mon-
trer que (Z,),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées.

Déterminer la fonction de répartition de Z; et tracer son graphe.

Pour n > 1, soit
Sn — le
j=1

Déterminer la loi de S,,.

Pour n > 1, soit

Pour n > 1, les variables aléatoires S,, et V,, sont-elles indépendantes ?
Déterminer E(V},) pour n > 1.

Soit (W,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées suivant la loi exponentielle de parametre v > 0.
Montrer par récurrence sur n que

An - i Wk
k=1

suit une loi Gamma de parametres (v,n) dont la densité f4, est donnée
pour z € R par

e vz an.nfl

fa,(z) = W1[0,+oo[($)-



24. En déduire que pour n > 1, 1 <k <netx >0,

T e—utyktk—l
PV, <z|S,=k)= ———dt.
V<o, =0= [ T
25. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour n > 1,
la fonction de répartition Fy;, de V,, est donnée par

Fy, () =0 pourz <0,
FVn (O) = On0,
Fy, (z) = ano + fox eVt [22:1 an,k%] dt pour x > 0,

ou les ay, 1, 0 < k < n sont des coefficients a préciser.

2 Value-at-Risk, modele de Black et Scholes
et modele de Kou

En assurance et en finance, on utilise souvent la Value-at-Risk pour quan-
tifier un risque. Cette Value-at-Risk est en fait un simple quantile. Dans
toute cette partie, pour une variable aléatoire V', on notera Fy sa fonction
de répartition et Fy,' l'inverse (généralisé) de sa fonction de répartition. Le
modele de Black et Scholes est le modele d’évaluation des options le plus
connu en finance. Dans ce modele, le quotient du prix d’'une action a la
date finale divisé par le prix initial suit une loi log-normale. Afin de mieux
prendre en compte les phénomenes observés sur le marché, Steve Kou a pro-
posé d’incorporer dans le processus d’évolution des prix des sauts d’amplitude
aléatoire décrite par la loi double exponentielle. Cette partie n’a pas du tout
la prétention d’aborder ces problemes mais est constituée de questions en
lien avec ces modeles. Les premieres questions de cette partie portent sur des
propriétés basiques de la Value-at-Risk et des lois normales. Les suivantes
portent sur des calculs intervenants dans la formule de Black et Scholes. La
derniére question porte sur une condition que doivent vérifier les parametres
du modele de Kou.

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'x définie par

Fx(z) = ®(cx + d),

ouc# 0, d e R sont des réels fixés et ® est la fonction de répartition d’'une
loi normale centrée réduite.



1. Déterminer la loi de X, ainsi que sa moyenne et sa variance.

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On
suppose & partir de maintenant que 3 est tel que le quantile ' (3) = 3.
Déterminer alors Fy*(3).

3. En supposant de plus que X et Y sont indépendants, calculer F’ )}iy(ﬂ).

4. D’apres la formule de Black et Scholes, le prix C' d’'une option d’achat
au prix K a la date future T' > 0, lorsque le prix actuel de I'action sous-
jacente est Sy, peut étre exprimé (apres un changement de probabilité
que nous n’expliquons pas ici) comme suit :

O — S()P (Soe(r+‘722)T+oZl > K) . Ke—rTP (Soe(r";)T+UZQ > K> 7

ol ¢ > 0 est un parametre fixé appelé volatilité, » > 0 est un autre
parametre fixé correspondant au taux d’intérét sans risque et ou Z; et
Zy sont des variables aléatoires suivant une loi normale de moyenne 0
et de variance T'. Réécrire la formule de Black et Scholes sous la forme

C = Sy®(dy) — Ke "™ ® (dy),

ou dy et do sont deux réels a préciser et a exprimer en fonction de Sy,
K, r,oetT.

5. Exprimer 1 — ®(—d;) en fonction de ®(dy).

6. Dans le modele de Kou, dans lequel on incorpore des sauts, le prix
de Dactif & la date t est multiplié par eX en cas de saut, ou X est
une variable aléatoire suivant la loi double exponentielle de parametres

p € [0,1], A > 0 et u > 0, dont la densité f,,, est, rappelons-le, la
fonction définie pour x € R par

Soonu() = (1= p)Ae ™1 oof() + ppe™1_o of(z).

Déterminer la condition de non-explosion vers 'infini du prix de l'actif :
a quelle condition sur p, A et y a-t-on E [ex } < 4o0?



